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Anwendbarkeit der Fickschen Gesetze
Tobias Titze, Alexander Lauerer, Lars Heinke, Christian Chmelik, Nils E. R. Zimmermann,
Frerich J. Keil, Douglas M. Ruthven und Jçrg K�rger*

Abstract: Die Diffusion in nanoporçsen Wirt-Gast-Systemen
wird oft als viel zu kompliziert angesehen, als dass sie mit so
„einfachen“ Beziehungen wie dem ersten und zweiten Fick-
schen Gesetz vereinbar sein kçnnte. Wir zeigen nun, dass die
mikroskopischen Diffusionsmesstechniken, vor allem die
NMR-Spektroskopie mit gepulsten Feldgradienten (PFG) und
die Mikrobildgebung mittels Interferenzmikroskopie (IFM)
und IR-Mikroskopie (IRM), den direkten experimentellen
Nachweis fîr die Anwendbarkeit der Fickschen Gesetze auf
solche Systeme liefern. Dies gilt oft auch dann noch, wenn die
zugrundeliegenden Transportmechanismen komplex sind. Die
Grenzen des Diffusionsmodells werden unter Bezugnahme auf
die umfangreiche Literatur diskutiert.

Die thermische Energie ist die Ursache fîr eine st�ndige,
unregelm�ßige Molekîlbewegung. In Systemen mit un-
gleichm�ßiger Molekîlverteilung fîhrt diese Zufallsbewe-
gung zu Flîssen, die mit dem Gradienten der Molekîlkon-
zentration îber das erste Ficksche Gesetz [Gl. (1)] verknîpft
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sind. Zusammen mit dem Gesetz der Massenerhaltung (der
„Kontinuit�tsgleichung“) @c/@t =¢@j/@x ergibt sich aus Glei-
chung (1) das zweite Ficksche Gesetz [Gl. (2)]. Fîr einen
konzentrationsunabh�ngigen Diffusionskoeffizient D ver-
einfacht sich Gleichung (2) zu Gleichung (3).
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Gleichung (3) gilt insbesondere fîr die Wanderung von
markierten Molekîlen in einer unmarkierten Umgebung
unter Gleichgewichtsbedingungen, die als Selbstdiffusion
bezeichnet wird. Genau dies ist die Situation bei Diffusions-
untersuchungen mit der PFG-NMR-Spektroskopie[1,2] .

Beziehungen zwischen physikalischen Grçßen kçnnen
nur dann sinnvoll sein, wenn es auch die Grçßen selbst sind.
Die Definition der Flîsse und Konzentrationen, die in den
Gleichungen (1)–(3) als relevante Grçßen erscheinen, muss
sich daher auf Einheitsfl�chen und -volumina beziehen, die
hinreichend groß sind, damit die Flîsse und Konzentrationen
homogene Funktionen des Ortes x werden. Einheitsvolumen
und Einheitsfl�che mîssen deshalb die Porengrçße deutlich
îbersteigen (genauso, wie sie in einer Flîssigkeit die Mole-
kîlgrçße îbertreffen mîssen). Zugleich sind Differential-
gleichungen wie die Gleichungen (1)–(3) aber nur dann
sinnvoll, wenn die Einheitsvolumina und -fl�chen deutlich
kleiner sind als das betrachtete System. Bei Porendurchmes-
sern im Nanometer- und Teilchen-/Kristallgrçßen im Mikro-
meterbereich sind beide Forderungen in der Regel erfîllt.

Das Konzept, das mit den Diffusionsgleichungen (1)–(3)
formuliert ist, wurde bereits in den ersten Arbeiten zur Ad-
sorption und Katalyse in nanoporçsen Materialien zur Be-
schreibung des Stofftransports eingesetzt. Beispiele hierfîr
sind Damkçhlers richtungsweisende erste Arbeiten[3, 4] und
die Lehrbuchklassiker von Satterfield und Sherwood[5] sowie
Petersen.[6] Die Diffusionskoeffizienten waren mit den Glei-
chungen (1)–(3) wohldefiniert, doch sie waren experimentell
kaum direkt zug�nglich, weil zu jener Zeit weder die Kon-
zentrationen noch die Diffusionsflîsse der Gastmolekîle im
Innern der Materialien beobachtet werden konnten. Deshalb
musste îber die Beobachtung „makroskopischer“ durch die
Diffusion beeinflusster Ph�nomene auf die Diffusionskoeffi-
zienten geschlossen werden. Dies erfolgte beispielsweise îber
die Messung der Sorptions- und Desorptionsgeschwindigkeit
an Schîttungen oder Presslingen nanoporçser Materialien
und von Reaktionsgeschwindigkeiten bei katalytischen Um-
wandlungen an solchen Systemen.

Um die so bestimmten Diffusionskoeffizienten auf
grundlegendere Grçßen wie die Molekîldichte der sorbierten
Phase, den Porendurchmesser, den Labyrinthfaktor des Po-
rennetzwerks und die entsprechenden Diffusionskoeffizien-
ten in Gas- und Flîssigphase zurîckfîhren zu kçnnen,
wurden theoretische Modelle entwickelt. Diese Herange-
hensweise erwies sich als sehr erfolgreich und lieferte in
vielen F�llen eine gute �bereinstimmung mit den makro-
skopischen Messungen, insbesondere, wenn die Poren deut-
lich grçßer als die Molekîle waren.[7–9]
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Dieser Ansatz erreicht aber seine Grenze, wenn die Po-
rendurchmesser in die N�he der Molekîldurchmesser
kommen, im Bereich „konfigurativer“ Diffusion, weil dann
die Diffusion haupts�chlich durch abstoßende Wechselwir-
kungen mit den Porenw�nden bestimmt wird. Obwohl sich
damit der Diffusionskoeffizient nicht mehr auf andere
Transporteigenschaften zurîckfîhren l�sst, ist er natîrlich
nach wie vor ein vollgîltiger, grundlegender Parameter zur
Beschreibung der Geschwindigkeit des Massentransports.

Erst in letzter Zeit hat es die Entwicklung von mikro-
skopischen Techniken der Diffusionsmessung ermçglicht, im
direkten Experiment zu entscheiden, ob der Stofftransport in
einem nanoporçsen Wirt-Gast-System nach den normalen
Diffusionsgesetzen, also den Gleichungen (1)–(3), erfolgt.
Diese Techniken, speziell die PFG-NMR-Technik und die
Methode der Mikrobildgebung mittels Interferenzmikrosko-
pie (IFM) und IR-Mikroskopie (IRM), îberstreichen
Diffusionswegstrecken von Hunderten von Nanometern
bis zu Hunderten von Mikrometern, wie es fîr Diffusi-
onsmessungen in nanoporçsen Materialien gefordert
wird.[10] Dabei erfassen sie, anders als die Techniken der
Einzelmolekîlbeobachtung,[11] ihrem Messprinzip ent-
sprechend, Molekîlgesamtheiten (typischerweise 1010,
aber auch noch viel mehr Molekîle). Die Aufzeichnung
von Daten hinreichend vieler Molekîle ist aber gerade
eine Voraussetzung fîr die sinnvolle Anwendung der
Gleichungen (1)–(3).

Zur Verdeutlichung der Art, wie die PFG-NMR-
Spektroskopie die Gîltigkeit der Fickschen Gesetze be-
legen kann, sei daran erinnert, dass die Prim�rdaten
dieser Methode, die D�mpfung des NMR-Signals als
Funktion der Intensit�t der angelegten Feldgradienten-
pulse, die Fourier-Transformierte des (mittleren) Propa-
gators sind. Dieser ist definiert als die Wahrscheinlich-
keitsverteilungsfunktion c*(x,t) eines Ensembles von
markierten Molekîlen (innerhalb eines Ensembles un-
markierter Molekîle bei insgesamt homogener Vertei-
lung) zum Zeitpunkt t, wenn sich zum Zeitpunkt t = 0 all
diese Molekîle am Ort x = 0 befunden haben. Fîr ein
System, das Gleichung (3) folgt, ist c*(x,t) eine Gauß-
Funktion [Gl. (4)]. Wenn also die Daten der PFG-NMR-
Messungen zu einem Propagator dieser Form fîhren, liegt
Ficksche Diffusion vor, d.h. Diffusion in Einklang mit den
Gleichungen (1)–(3).

c* x; tð Þ ¼ 1ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
4pDt
p exp ¢ x2

4Dt

� �
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Genau ein solches Verhalten wurde zum Beispiel fîr
rein mikro- und mesoporçse Zeolithe,[12] Aktivkohlen,[13]

nanoporçse Gl�ser[14] und geordnetes mesoporçses Sili-
ciumdioxid vom Typ SBA-15[15] beobachtet. Die Gîltig-
keit des Fickschen Ansatzes und die physikalische Be-
deutung des Diffusionskoeffizienten, wie er in Glei-
chung (3) erscheint, h�ngen nicht von den mechanisti-
schen Details der Molekîlbewegung ab. Die Erforschung
der Einzelschritte und Mechanismen, die zum Diffusi-
onsprozess beitragen, bleibt, in Fortsetzung der Arbeiten

von Damkçhler und seinen Nachfolgern,[4–9, 16] eine spannen-
de Aufgabe aktueller Forschung.[17–22]

Unter Nichtgleichgewichtsbedingungen (d.h. w�hrend
Ad- und Desorption) ver�ndert sich natîrlich die Konzen-
tration in Raum und Zeit. Mit der Methode der Mikrobild-
gebung[23–25] ist es nun mçglich geworden, die Entwicklung
solcher Profile mit einer noch nie dagewesenen Pr�zision zu
verfolgen. Abbildung 1a zeigt die Konzentrationsprofile von
Cyclohexan, wie sie mithilfe der Mikrobildgebung bei der
Sorption durch ein porçses Glas aufgezeichnet wurden. Das
Wirtmaterial kam erst kîrzlich bei der In-situ-Beobachtung
der Hydrierung von Benzol zu Cyclohexan zum Einsatz, und
die Verçffentlichung bietet auch eine eingehende Charakte-
risierung.[26] Um die Profile als Lçsung der Diffusionsglei-
chung mit den zugehçrigen Anfangs- und Randbedingungen
auch wirklich finden zu kçnnen, muss (im Unterschied zum

Abbildung 1. a) Transiente Konzentrationsprofile w�hrend der Sorption von
Cyclohexan an einem nanoporçsen Glas durch einen Druckschritt von 0 bis
0.1 mbar, aufgezeichnet mittels IRM (offene Kreise) bei 298 K. Die durchge-
zogenen Linien zeigen die entsprechenden Vorhersagen durch Lçsen des
zweien Fickschen Gesetzes [Gl. (2)] fír die jeweiligen Anfangs- und Randbe-
dingungen mit der in (b) gezeigten Konzentrationsabh�ngigkeit des Diffusi-
onskoeffizienten. Die �bereinstimmung mit den Fickschen Diffusionsglei-
chungen zeigt sich auch in der Boltzmann-Matano-Auftragung (c), in der
sich die Konzentrationsprofile einheitlich als Funktion von x

� ffiffi
t
p

darstellen
lassen. cGl. : Konzentration im Gleichgewichtszustand.
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Selbstdiffusions- oder Tracer-Austausch-Experiment mittels
PFG-NMR-Spektroskopie) auch die Mçglichkeit eines kon-
zentrationsabh�ngigen Diffusionskoeffizienten in Betracht
gezogen werden. Die Datenauswertung muss daher statt von
Gleichung (3) von Gleichung (2) ausgehen. Das Ergebnis
einer solchen Analyse (nach Lit. [27]) zeigen die durchgezo-
genen Linien in Abbildung 1a. Die Konzentrationsabh�n-
gigkeit des Diffusionskoeffizienten, wie sie fîr diese Anpas-
sung verwendet wurde, ist Abbildung 1b zu entnehmen.
Wenn auch fîr einzelne Kurven geringfîgige Unterschiede zu
beobachten sind, besteht fîr die Gesamtheit der Daten eine
beeindruckende �bereinstimmung zwischen Experiment und
Vorhersage auf der Grundlage eines einzigen (konzentrati-
onsabh�ngigen) Diffusionskoeffizienten. Dass der Diffusi-
onskoeffizient mit sinkender Konzentration nahe null dras-
tisch abnimmt, l�sst auf das Vorhandensein einer kleinen
Zahl starker Adsorptionspl�tze schließen. Die deutliche Zu-
nahme des Diffusionskoeffizienten mit
wachsender Konzentration ab mittle-
ren Beladungen ist bei der Diffusion in
nanoporçsen Materialien unter Nicht-
gleichgewichtsbedingungen (d. h. fîr
die Koeffizienten der Transportdiffu-
sion oder Fickschen Diffusion) îblich.
Dies ist eine Folge des „thermodyna-
mischen Faktors“, dlnp(c)/dlnc, der
zus�tzlich zur bloßen thermischen Be-
wegung unter Nichtgleichgewichtsbe-
dingungen als treibende Kraft (� 1/
(1¢q) fîr Isothermen vom Langmuir-
Typ) des Diffusionsflusses wirkt.[2, 25, 28]

Die Selbstkonsistenz der Resultate im
Rahmen des zweiten Fickschen Ge-
setzes zeigt sich sehr schçn in einer
Boltzmann-Matano-Auftragung der
Profile,[29] wie in Abbildung 1c zu
sehen ist. Solche Diagramme enthalten
alle Konzentrationsprofile gemeinsam
als Funktion von x

� ffiffi
t
p

. Wenn der
Transportwiderstand an der Partikel-
oberfl�che vernachl�ssigbar klein ist,
mîssen alle Profile in einer einzigen
Kurve zusammenfallen, genau wie es
in Abbildung 1c zu sehen ist.

Nicht immer kann natîrlich vorausgesetzt werden, dass
der Stofftransport in nanoporçsen Materialien den „einfa-
chen“ Diffusionsgesetzen folgt. Abweichungen vom Fick-
schen Verhalten sind zu erwarten, wenn es w�hrend der Be-
obachtungszeit nicht zu einem schnellen Austausch zwischen
Zust�nden unterschiedlicher Beweglichkeit kommt. Dies
kann zum Beispiel in hierarchischen Porensystemen bei ein-
geschr�nktem Austausch zwischen den Systemen der Mikro-
und Meso-/Makroporen vorkommen.[30] Eine �hnliche Situa-
tion kann auch in heterogenen Adsorbentien mit Sorptions-
pl�tzen von stark unterschiedlicher Sorptionsenergie auftre-
ten. Das Verhalten solcher Systeme l�sst sich oft im Rahmen
eines Diffusions-Immobilisierungs- (Diffusions-Reaktions-)-
Modells darstellen. Die Grundzîge dieses Modells sind be-
reits vor vielen Jahren in Cranks Lehrbuch-Klassiker aus-

fîhrlich diskutiert worden.[31] Je nach dem Verh�ltnis der
Geschwindigkeiten der Diffusion der mobilen Phase und der
Immobilisierung (oder Adsorption) kommt es zu einem rei-
chen Spektrum unterschiedlicher Muster. Im Grenzfall der
schnellen Gleichgewichtseinstellung ergibt sich Ficksches
Verhalten mit dem Diffusionskoeffizienten D/(1 + K), wobei
D den Diffusionskoeffizienten der mobilen Phase und K die
Adsorptionsgleichgewichtskonstante bezeichnet.

Ein derartiges Modell wurde von Sherry zur Behandlung
der Kinetik des Isotopen-Ionenaustauschs in Zeolith X ver-
wendet.[32] Ein jîngeres Beispiel liefern die Daten von
Grzybowski et al.[33,34] fîr die Sorption von Pyronin-B in
MOF-5. Obwohl die transienten Konzentrationsprofile ur-
sprînglich so gar nicht betrachtet wurden, folgen sie sehr
genau dem Fickschen Diffusionsmodell mit einem konstanten
Diffusionskoeffizienten, wie in Abbildung 2 gezeigt ist.
Hieraus l�sst sich sofort auf eine schnelle Gleichgewichts-

einstellung zwischen mobiler und sorbierter Phase und einen
linearen Zusammenhang zwischen beiden schließen (siehe
die Hintergrundinformationen fîr Details). Dieses Resultat
ist in Einklang mit zahlreichen (experimentellen wie auch
Simulations-)Untersuchungen zur Adsorption von Molekî-
len in MOF-Wirtsystemen,[18–22,24, 25, 35] bei denen sich zeigte,
dass der Stofftransport der normalen Diffusion folgt. Das
Diffusions-Immobilisierungs-Modell besagt aber auch, dass
einfache Ficksche Diffusion immer nur dann zu beobachten
ist, wenn die Immobilisierungsreaktion hinreichend schneller
als die Diffusion der mobilen Komponente ist. Sind dagegen
die Diffusions- und Immobilisierungsgeschwindigkeiten ver-
gleichbar, mîssen Abweichungen vom Fickschen Verhalten
erwartet werden. Das Diffusions-Immobilisierungs-Modell
liefert damit auch eine mçgliche Erkl�rung fîr Abweichun-

Abbildung 2. Konzentrationsprofile von Pyronin B (PB) w�hrend der Sorption an einem nanoporç-
sen Kristall vom Typ MOF-5, aufgenommen mittels konfokaler Laser-Scanning-Mikroskopie (expe-
rimentelle Daten der Abbildung 3d von Lit. [34]) und analytische Anpassung an diese Daten, wie
sie in Lit. [34] (dínne durchgezogene Kurven) mit der Reaktions-Diffusions-Gleichung und durch
Lçsung der Fickschen Gleichungen (dicke schwarze Kurven) erhalten wurden.
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gen vom Fickschen Verhalten, wie sie in einer Reihe von
Untersuchungen – z. B. in Lit. [36] – beobachtet wurden.

Wir konnten zeigen, dass uns mit den Fickschen Gesetzen
ein ausgezeichnetes Werkzeug in die Hand gegeben ist, den
diffusiven Stofftransport in nanoporçsen Materialien quan-
titativ zu erfassen. Die experimentellen Techniken sind heute
hinreichend aussagekr�ftig, um in vielen F�llen die Richtig-
keit dieser Herangehensweise zu best�tigen. Experiment und
Modellierung best�tigen damit gleichermaßen, dass der
Stofftransport in nanoporçsen Materialien – ungeachtet
seiner Komplexit�t – oft mit den Fickschen Diffusionsgeset-
zen exakt beschrieben werden kann. Der Parameter, der nach
seiner Rolle in den Fickschen Gleichungen vollgîltig als
Diffusionskoeffizient erscheint, kann und sollte daher auch
als Diffusionskoeffizient bezeichnet werden.
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